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Abstract
Let σ : A → B and ρ : A → C be two homomorphisms of noethe-
rian rings such that B ⊗A C is a noetherian ring. we show that if σ is
a regular (resp. complete intersection, resp. Gorenstein, resp. Cohen-
Macaulay, resp. (Sn), resp. almost Cohen-Macaulay) homomorphism,
so is σ ⊗ IC and the converse is true if ρ is faithfully flat. We deduce
the transfert of the previous properties of B and C for B ⊗A C, and
then for the completed tensor product B⊗ˆAC. If B⊗AB is noetherian
and σ is flat, we give a necessary and sufficient condition to B ⊗A B
be a regular ring.
1 Introduction
Tous les anneaux considérés sont supposés commutatifs et unitaires. Les
notations sont celles de [8].
Rappelons ([8],7.3.1) que si σ : A → B un homomorphisme d’anneaux
noethériens, on dit que σ est régulier s’il est plat et si pour tout idéal premier
p de A la k(p)-algèbre B ⊗A k(p) est géométriquement régulière, et que σ
est d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay,
resp.(Sn), resp. presque de Cohen-Macaulay) s’il est plat et si pour tout
idéal premier p de A l’anneau B ⊗A k(p) est d’intersection complète (resp.
de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (Sn), resp. presque de
Cohen-Macaulay).
∗Le théorème 2.1, le Corollaire 2.2, le Corollaire 2.4 et la Proposition 2.6 de la première
version de cet article (Arxiv: 1304.5395v1 [math.AC]) figurent dans le projet de note
intitulé "Sur le produit tensoriel d’algèbres" que l’auteur avait soumis aux CRAS de Paris
(no CRMATHEMATIQUE-D-12-00204) le 07 Juin 2012.
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Dans ce qui suit nous montrons, que si σ : A → B et ρ : A → C sont
deux homomorphismes d’anneaux noethériens tels que B⊗AC soit un anneau
noethérien, alors σ ⊗ IC est régulier (resp. d’intersection complète, resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. (Sn), resp. presque de Cohen-
Macaulay) si σ l’est; et que la réciproque est vraie si ρ est fidèlement plat.
On en déduit, en particulier, que si σ est plat, alors B ⊗A C est un anneau
d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si
B et C le sont, et il est presque de Cohen-Macaulay si l’un des anneaux, B
ou C, est de Cohen-Macaulay et l’autre est presque de Cohen-Macaulay.
Si A est un corps, on retrouve le Théorème 2 de [15] si B et C sont des
anneaux de Gorenstein, le Théorème 2.1 de [6] si B et C sont des anneaux
de Cohen-Macaulay et le Théorème 6 de [14] si B et C sont des anneaux
d’intersection complète (resp. vérifient (Sn)).
Comme application nous montrons que si σ et ρ sont deux homomor-
phismes locaux d’anneaux locaux noethériens, et si le corps résiduel de C
est de rang fini sur celui de A, alors le produit tensoriel complété B⊗ˆAC est
régulier si l’homomorphisme σ est formellement lisse et C est régulier, et il
est d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay)
si σ est plat et B et C le sont, et il est presque de Cohen-Macaulay si σ est
plat et si l’un des anneaux, B ou C, est de Cohen-Macaulay et l’autre est
presque de Cohen-Macaulay.
Si σ est plat et B ⊗A B est un anneau noethérien, nous montrons que
B ⊗A B est régulier si et seulement si B est régulier et σ est régulier.
Dans toute la suite nous utilisons librement les résultats de [13] et de [2],
et l’homologie d’André-Quillen telle qu’elle est définie dans [1].
2 Résultats
Proposition 2.1 Soit σ : A→ B un homomorphisme d’anneaux noethériens.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) L’homomorphisme σ est régulier (resp. d’intersection complète).
ii) L’homomorphisme σ est plat et H1(A,B, k(q)) = 0 (resp. H2(A,B, k(q))
= 0) pour tout idéal premier q de B.
Démonstration. Cas régulier: cf. [1] Supplément Théorème 30.
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Cas d’intersection complète: (cf. [12] ) On utilise [1]. Soit q idéal premier
de B et p = σ−1(q). D’après le Corollaire 5.27, la Propositon 4.54, la suite
exacte associée aux homomorphismes k(p) → Bq/pBq → k(q) et d’après la
Proposition 7.4, on a H2(A,B, k(q) ∼= H3(Bq/pBq, k(q), k(q)); l’équivalence
résulte donc de la Proposition 6.27.
Lemme 2.2 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
d’anneaux, Q un idéal premier de B ⊗A C et q = (IB ⊗ ρ)
−1(Q). Si σ
est plat, alors on l’isomorphisme suivant:
Hn(A,B, k(q))⊗k(q) k(Q) ∼= Hn(C,B ⊗A C, k(Q))
Démonstration. En effet, d’après le Lemme 3.20 de [1] on aHn(A,B, k(q))⊗k(q)
k(Q) ∼= Hn(A,B, k(Q)) et d’après la Proposition 4.54 de [1] on aHn(A,B, k(Q))
∼= Hn(C,B ⊗A C, k(Q)); d’où le Lemme.
Théorème 2.3 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ⊗A C est un anneau noethérien.
Alors:
a) Si σ est régulier, il en est de même de σ ⊗ IC : C → B ⊗A C; la
réciproque est vraie si σ est plat et aρ est surjective.
b) Si les fibres de σ sont des anneaux d’intersection complète (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifient (Sn)), il en est de
même de celles de σ ⊗ IC ; la réciproque est vraie si
aρ est surjective.
Démonstration. a) Supposons que σ est un homomorphisme régulier ,
alors il est plat et par suite σ ⊗ IC est plat. L’implication résulte alors de la
Proposition précédente en tenant compte du Lemme.
Réciproquement, d’après Proposition (I,3.6.1) de [9], l’application a(σ ⊗
IC) est surjective. La réciproque résulte aussi de la Proposition précédente
en tenant compte du Lemme .
b) i) Supposons d’abord que σ est un homomorphisme d’intersection com-
plète, le même raisonnement que dans le cas précédent montre que σ ⊗ IC
est un homomorphisme d’intersection complète.
ii) Supposons maintenant que les fibres de σ sont des anneaux d’intersection
complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifient (Sn)
). Posons D = B⊗AC et soit r un idéal premier de C. L’anneau D⊗c k(r) =
(B⊗AC)⊗C k(r) est isomorphe à B⊗Ak(r). Soit p = ρ
−1(r). Donc D⊗C k(r)
est isomorphe à (B⊗Ak(p))⊗k(p)k(r). Comme l’homomorphisme k(p)→ k(r)
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est d’intersection complète, il résulte du cas précédent appliqué aux ho-
momorphismes k(p) → k(r) et k(p) → B ⊗A k(p) que l’homomorphisme
B⊗A k(p)→ (B⊗A k(p))⊗k(p) k(r) est d’intersection complète. On en déduit
que l’homomorphisme B ⊗A k(p) → D ⊗C k(r) est d’intersection complète
(resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. (Sn)) et que par suite
D⊗C k(r) est un anneau d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp.
de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (Sn) ).
Réciproquement, soit p un idéal premier de A et soit r un idéal premier
de C tel que p = ρ−1(r). L’homomorphisme k(p) → k(r) est fidèlement
plat, il en est de même de l’homomorphisme B ⊗A k(p)→ D ⊗C k(r). Donc
B⊗A k(p) est un anneau d’intersection complète (resp. Gorenstein, resp. de
Cohen-Macaulay, resp. vérifie (Sn) ).
Remarques. i) Si l’homomorphisme ρ est fidèlement plat alors l’application
aρ est surjective et si de plus σ ⊗ IC est plat alors σ est plat.
ii) Dans [3], [4], [5], on trouve des résultats sur le changement de base
pour les homomorphismes qu’ils ont défini.
Proposition 2.4 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ⊗A C est un anneau noethérien
et que σ est régulier (resp. d’intersection complète, resp. de Gorenstein,
resp. de Cohen-Macaulay, resp. (Sn)). Si C est un anneau régulier (resp.
d’intersection complète, resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp.
vérifie (Sn) ) il en est de même de B ⊗A C; la réciproque est vraie si σ est
fidèlement plat.
Démonstration. D’après le Théorème précédent, l’homomorphisme σ⊗ IC
est régulier (resp. d’intersection complète, resp. de Gorenstein, resp. de
Cohen-Macaulay, resp. (Sn)); d’où l’implication. La réciproque résulte du
fait que σ ⊗ IC est fidèlement plat.
On en déduit que si k est un corps et si B⊗k C est un anneau noethérien
alors B ⊗k C vérifie (Sn) si B et C la vérifient.
Corollaire 2.5 Soit k un corps. On suppose que B ⊗k C est un anneau
noethérien et que pour tout idéal maximal n de C, k(n) est séparable sur k.
Si B et C sont réguliers alors B ⊗k C est régulier.
Démonstration. Pout tout idéal maximal n de C, k(n) est séparable sur k
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et Cn est régulier, donc Cn est géométriquement régulière sur k. Le résultat
découle donc de la Proposition précédente puisque l’ homomorphisme k → C
est régulier.
Si C est régulier, il peut se faire que k(n) soit séparable sur k pour tout
idéal maximal n de C, sans que k(r) soit séparable sur k pour tout idéal
premier r de C [6, Theorem 2.11]. En effet, soient k un corps non parfait
de caractéristique p > 0, a un élément de k − kp, A l’anneau de polynômes
k[X, Y ] et C l’anneau local de A en l’idéal maximal engendré par X et Y .
L’anneau C est régulier et son corps résiduel k(X, Y ) est séparable sur k. Soit
f le polynôme Y p−aXp. Comme a /∈ k, f est irréductible dans A. Notons p
l’idéal premier de A engendré par f et r l’idéal premier pC de C. Montrons
que k(r) n’est pas séparable sur k. Le corps k(r) s’identifie canoniquement à
k(p) donc il suffit de montrer que k(p) n’est pas séparable sur k. Si x et y
sont les images respectives de X et Y dans A/p, on a bien ( y
x
)p ∈ k et y
x
/∈ k.
Donc k(p) n’est pas séparable sur k.
Proposition 2.6 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ⊗A C est un anneau noethérien.
Si σ est plat alors B ⊗A C est un anneau d’intersection complète (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si B et C le sont.
Démonstration. Si B est un anneau d’intersection complète (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) alors σ est un homomorphisme d’intersection
complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). Le résultat dé-
coule donc de la Proposition 2.4.
Proposition 2.7 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
locaux d’anneaux locaux noethériens. On suppose que le corps résiduel C/n
de C est de rang fini sur le corps résiduel A/m de A.
a) Si l’homomorphisme σ est formellement lisse et C est régulier alors l’anneau
semi-local B⊗ˆAC est régulier.
b) Si σ est plat alors B⊗ˆAC est un anneau d’intersection complète (resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si B et C le sont.
Démonstration. Cas où B est complet. On utilise la Proposition (0,7.7.10)
de [9]: Posons E = B⊗ˆAC . D’après i) E est semi-local noethérien. Mon-
trons que c’est un anneau régulier (resp. d’intersection complète , resp. de
Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). Soit Q un idéal maximal de E.
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D’après ii) Q est au dessus de n. Pour montrer que EQ est régulier (resp.
d’intersection complète , resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) il
suffit de montrer que (E/nE)Q est régulier (resp. d’intersection complète ,
resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) puisque C l’est et d’après
iii) E est un C-module plat. D’après ii) E/nE est isomorphe à B ⊗A (C/n).
Donc b) résulte de la Proposition 2.6. D’autre part B ⊗A (C/n) est iso-
morphe à (B/mB)⊗A/m (C/n) donc a) résulte de la Proposition 2.4 puisque
l’homomorphisme A/m −→ B/mB est régulier.
Cas général. L’anneau B⊗ˆAC s’identifie à Bˆ⊗ˆAC. Il suffit d’appliquer
le cas précédent aux homomorphismes A
σ
−→ B −→ Bˆ et ρ. Dans a)
l’homomorphisme A
σ
−→ B −→ Bˆ est formellement lisse et dans b) Bˆ vérifie
la même propriété que B.
Exemples. Les deux exemples suivants montrent que les résultats précédents
tombent en défaut si les homomorphismes ne sont pas plats.
On prend pour A un anneau de valuation discrète complet, pi une uni-
formisante de A et k son corps résiduel.
i) Si B = k et C = A[[X ]]/(X2−pi) où X est indéterminée sur A, alors B
et C sont des anneaux locaux réguliers et la k-algèbre B⊗Ak est géométrique-
ment régulière mais les anneaux B⊗AC et B⊗ˆAC qui sont isomorphes d’après
la Proposition (0,7.7.9) de [9], ne sont pas réguliers car B⊗AC est isomorphe
à k[[X ]]/(X2).
ii) Si B = A[[X, Y ]]/(X2 − pi,XY ) où X et Y sont deux indéterminées
sur A et C = k, les anneaux B et C sont des anneaux locaux d’intersection
complète, mais les anneaux B ⊗A C et B⊗ˆAC ne sont pas des anneaux de
Cohen-Macaulay car ils sont isomorphes à k[[X, Y ]]/(X2, XY ).
Proposition 2.8 Soit σ : A→ B un homomorphisme d’anneaux noethériens.
On suppose que B ⊗A B est un anneau noethérien et que σ plat. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes:
i) L’anneau B est régulier et l’homomorphisme σ est régulier.
ii) L’anneau B ⊗A B est régulier.
Démonstration. i)⇒ ii) Cela résulte du Corollaire 2.2.
ii) ⇒ i) Supposons B ⊗A B régulier. L’homomorphisme σ est plat donc
σ ⊗ IB est fidèlememt plat et par suite B est régulier. Montrons que σ est
régulier. Soit q un idéal premier de B. Comme H1(A,B, k(q)) ∼= H1(B,B⊗A
B, k(q)) il suffit de montrer que H1(B,B ⊗A B, k(q)) = 0. On a la suite
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exacte
H2(B ⊗A B,B, k(q))→ H1(B,B ⊗A B, k(q))→ H1(B,B, k(q))
associée à la factorisation p ◦ (σ ⊗A IB) = IB, où p : B ⊗A B → B est
l’homomorphisme canonique défini par p(b ⊗ b′) = bb′. D’après [1, Supplé-
ment, Proposition. 32] on a H2(B ⊗A B,B, k(q)) = 0. Donc H1(B,B ⊗A
B, k(q)) = 0 car on a H1(B,B, k(q)) = 0.
Corollaire 2.9 Soient K un corps et L une extension de K. On suppose
que l’anneau L⊗K L est noethérien. Alors L⊗K L est un anneau régulier si
et seulement si L est séparable sur K.
Démonstration. En effet, l’homomorphisme K → L est régulier si et
seulement si L est une extension séparable de K.
3 Cas Presque Cohen-Macaulay
Suivant ([10],1.5) on dira qu’un anneau noethérien A est presque de Cohen-
Macaulay si dim(Ap) ≤ prof(Ap) + 1 pour tout idéal premier p de A.
Il est clair que si A est presque de Cohen-Macaulay alors, pour tout idéal
premier p de A, Ap est presque de Cohen-Macaulay; et d’après ([10], 2.6), A
est presque de Cohen-Macaulay, si et seulement si, dim(Am) ≤ prof(Am)+ 1
pour tout idéal maximal m de A.
Le résultat suivant est une variante de la Proposition 2.2 de [11] qui
distingue les anneaux presque de Cohen-Macaulay des anneaux considérés
dans le paragraphe précédent.
Lemme 3.1 Soient σ : A → B un homomorphisme local d’anneaux locaux
noethériens et m l’idéal maximal de A. On suppose que σ : A→ B est plat.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) L’anneau B est presque de Cohen-Macaulay.
b) L’un des anneaux, A ou B/mB, est de Cohen-Macaulay et l’autre est
presque de Cohen-Macaulay.
Démonstration. L’équivalence résulte des égalités
dimB = dimA+ dimB/mB
profB = profA+ profB/mB
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et de la double inégalité
profA ≤ dimA ≤ profA+ 1.
L’exemple suivant donne une réponse à la question 2.3 posée par Ionescu
dans [11].
Exemple. Soient k un corps, R l’anneau k[X, Y ]/(X2, XY ) et S l’anneau
k[X, Y, U, V ]/(X2, XY, U2, UV ). L’homomorphisme canonique R → S est
plat car L’homomorphisme R → R ⊗k R est plat et S s’identifie à R ⊗k R.
Soient A l’anneau local de R en l’idéal maximal (x, y) et B celui de S en l’idéal
maximal (x, y, u, v). L’homomorphisme induit A → B est local et plat. On
vérifie que xu annule l’idéal (x, y, u, v) et que xu 6= 0. Donc profB = 0 et par
suite profA = profB/mB = 0. D’autre part on a dimA = dimB/mB = 1
et dimB = 2. Donc les anneaux A et B/mB sont des anneaux presque de
Cohen-Macaulay mais B ne l’est pas.
Pour les homomorphismes presque de Cohen-Macaulay on a:
Proposition 3.2 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ⊗A C est un anneau noethérien.
Si les fibres de σ sont presque de Cohen-Macaulay il en est de même de celles
de σ ⊗ IC; la réciproque est vraie si
aρ est surjective..
Démonstration. Soient r un idéal premier de C et p = ρ−1(r). L’homomorphisme
k(p)→ k(r) est de Cohen-Macaulay donc, d’après le Théorème, l’homomorphisme
B ⊗A k(p) → (B ⊗A C) ⊗C k(r) l’est aussi; l’implication résulte alors du
Lemme précédent. La réciproque en résulte aussi puisque l’homomorphisme
est fidèlement plat.
Proposition 3.3 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose que B ⊗A C est un anneau noethérien
et que σ est plat. Si pour tout idéal maximal N de B⊗AC l’un des anneaux,
Bq ou Cr, où q et r sont les images réciproques respectives dans B et C, est
de Cohen-Macaulay et l’autre est presque de Cohen-Macaulay alors l’anneau
B ⊗A C est presque de Cohen-Macaulay.
Démonstration. L’anneau (B ⊗A C)N s’identifie à un anneau de fractions
de Bq ⊗Ap Cr, où p est l’image réciproque de N dans A. Donc on se ramène
au cas où l’un des anneaux, B ou C, est de Cohen-Macaulay et l’autre est
presque de Cohen-Macaulay.
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Supposons que B est un anneau de Cohen-Macaulay (resp. presque
de Cohen-Macaulay ); alors dans ce cas, la conclusion découle du Lemme
puisque σ est un homomorphisme de Cohen-Macaulay (resp. presque de
Cohen-Macaulay ) et par suite, d’après le Théorème (resp. la Proposition
précédente ), σ ⊗ IC l’est.
Proposition 3.4 Soient σ : A → B et ρ : A → C deux homomorphismes
locaux d’anneaux locaux noethériens. On suppose que le corps résiduel de C
est de rang fini sur celui de A. Si σ est plat alors l’anneau B⊗ˆAC est presque
de Cohen-Macaulay si l’un des anneaux, B ou C, est de Cohen-Macaulay et
l’autre est presque de Cohen-Macaulay.
Démonstration. On raisonne comme dans la Proposition 2.7: Si B est un
anneau de Cohen-Macaulay (resp. presque de Cohen-Macaulay ) on utilise
la Proposition 2.6(resp. 3.3) puis le Lemme.
L’exemple suivant montre que les deux Propositions précédentes tombent
en défaut si les deux anneaux ( locaux ) sont presque de Cohen-Macaulay.
Exemple. Soient k un corps, B l’anneau local de k[X, Y ]/(X2, XY )
en l’idéal maximal (x, y), C celui de k[U, V ]/(U2, UV ) en l’idéal maximal
(u, v). Les anneaux B et C sont presque de Cohen-Macaulay et B ⊗k C est
noethérien. NotonsD l’anneauB⊗AC, r l’idéal maximal (x, y)⊗k B + C ⊗k (u, v)
deD, E l’anneau B⊗ˆAC et T l’anneau local de k[X, Y, U, V ]/(X
2, XY, U2, UV )
en l’idéal maximal (x, y, u, v).
i) L’anneau Dr est isomorphe à T donc D n’est pas un anneau presque
de Cohen-Macaulay.
ii) L’anneau E est complet donc rE est contenu dans son radical, et rE
est un idéal maximal de E car E/rE est isomorphe à D/r. Donc E est un
anneau local et rE est son idéal maximal. L’homomorphisme D → E est
plat. Donc l’ homomorphisme induit Dr → E est local et plat. D’après le
Lemme précédent, E n’est pas un anneau presque de Cohen-Macaulay car
Dr ne l’est pas.
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